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pomoćı částečných součt̊u.
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Úvod

Jednou ze základńıch úloh analýzy časových řad je vyhledáváńı dlouhodobých
trend̊u. Existuj́ı pro to r̊uzné metody; některé předpokládaj́ı deterministický
trend, jiné vyžaduj́ı znalost budoućıch dat a jdou tedy aplikovat pouze zpětně.

Stephen Beveridge a Charles R. Nelson ve svém článku [2] z roku 1981 přǐsli
s myšlenkou využit́ı dlouhodobých předpověd́ı pro odhad trendu nestacionárńıch
časových řad. Uvažuj́ı nestacionárńı řadu {Xt} se stacionárńımi př́ır̊ustky Zt =
Xt − Xt−1, které lze psát ve tvaru lineárńıho procesu Zt = µ + εt + λ1εt−1 +
. . . , kde λi jsou konstanty a posloupnost {εi} je b́ılý šum. Označ́ıme-li X̂t(k) =
E(Xt+k|Xt, Xt−1, . . . ) předpověd’ Xt+k v čase t, lze snadno ukázat, že

X̂t(k) = kµ+Xt +

(
k∑

i=1

λi

)
εt +

(
k+1∑
i=2

λi

)
εt−1 + . . . .

Pro velmi dlouhé horizonty k je přibližně

X̂t(k) ≈ kµ+Xt +

(
∞∑
i=1

λi

)
εt +

(
∞∑
i=2

λi

)
εt−1 + . . . .

Předpověd’ se tedy asymptoticky přibližuje př́ımce se směrnićı µ a interceptem

X̄t = Xt +

(
∞∑
i=1

λi

)
εt +

(
∞∑
i=2

λi

)
εt−1 + . . . ,

který interpretujeme jako trend. Je to totiž hodnota, kterou by proces měl, pokud
by již v čase t dosáhl své dlouhodobě vyrovnané hladiny. Rozd́ıl

ct = X̄t −Xt =

(
∞∑
i=1

λi

)
εt +

(
∞∑
i=2

λi

)
εt−1 + . . . = lim

k→∞

k∑
j=1

Ẑt(j)− kµ

pak interpretujeme jako cyklickou, přechodnou složku. Jde o součet všech očeká-
vaných změn kromě př́ır̊ustku zp̊usobeného driftem. Beverdige s Nelsonem dále ve
svém článku dokazuj́ı, že jimi určený trend {X̄t} je náhodná procházka s driftem,
zat́ımco cyklická složka {ct} je stacionárńı proces. Mezi přednosti tohoto rozkladu
patř́ı, že nepředpokládá deterministický trend, jeho výpočet nevyžaduje znalost
budoućıch dat a je aplikovatelný na často použ́ıvané a poměrně obecné modely
ARIMA. Také je možné ho zobecnit pro v́ıcerozměrné časové řady.

V této práci se budeme zabývat právě zobecněńım Beveridgeova–Nelsonova
rozkladu (dále jen BN rozklad) pro v́ıcerozměrné náhodné procesy. V prvńı kapi-
tole této práce se pod́ıváme, jak lze BN rozklad využ́ıt k d̊ukazu limitńıch vět pro
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v́ıcerozměrný lineárńı proces a jeho speciálńı př́ıpady, procesy VAR a VARMA.
Ve druhé kapitole definujeme pojem kointegrace a představ́ıme obĺıbený model
VEC pro kointegrované časové řady. Ve třet́ı kapitole ukážeme metodu, jak se
vypořádat s nekonečnými součty objevuj́ıćımi se při výpočtu BN rozkladu a apli-
kujeme ji na reálná data. Jej́ı výsledky pak porovnáme s aproximaćı pomoćı
částečných součt̊u. V Dodatku A uvád́ıme některá pomocná tvrzeńı.
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Kapitola 1

BN rozklad jako d̊ukazový
prostředek

1.1 Lineárńı proces

V této kapitole se pod́ıváme na BN rozklad trochu jinak, jako na – čistě al-
gebraický – rozklad samotného lineárńıho procesu. Ten umožňuje dokázat pro
lineárńı proces celou řadu limitńıch vět za r̊uzných kombinaćı r̊uzně silných
předpoklad̊u (viz [16]); my zde zobecńıme pro v́ıcerozměrný lineárńı proces ně-
kolik z nich.

Než přistouṕıme k definici samotného lineárńıho procesu, definujeme několik
maticových norem, které budeme dále potřebovat, a uvedeme několik vlastnost́ı
té nejd̊uležitěǰśı z nich.

Definice 1.1. Pro p ≥ 1 a matici C = (cij)m,n
i,j=1 definujeme lp-normu stejně jako

pro vektory z Rmn, tj.

‖C‖p =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|cij|p
) 1

p

.

Podobně definujeme i maximovou normu

‖C‖∞ = max
i,j
|cij|.

Poznámka. Tyto normy budeme použ́ıvat i pro vektory, které budeme považovat
za matice typu (m× 1).

Speciálńım př́ıpadem lp normy je Frobeniova norma ‖ · ‖2. Jelikož budeme
v tomto textu uvažovat až na výjimky právě tuto normu, budeme ji pro jedno-
duchost označovat ‖ · ‖.

Lemma 1.2 (Vlastnosti Frobeniovy normy). Pro matice A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p

a C ∈ Rp×q plat́ı:

i) ‖A‖ =
√

tr(A′A) =
√

tr(AA′),

ii) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ (submultiplikativita),

iii) ‖A⊗C‖ = ‖A‖·‖C‖, kde ⊗ označuje Kronecker̊uv součin (viz definici A.5).
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D̊ukaz. i) Jde pouze o jiný zápis definice.

ii) Viz [13], str. 291.

iii) S využit́ım bodu i) a vlastnost́ı i)–iii) z lemmatu A.7 dostaneme

‖A⊗C‖2 = tr(A⊗C)′(A⊗C) = tr(A′ ⊗C ′)(A⊗C) = tr(A′A⊗C ′C)

= tr(A′A) tr(C ′C) = ‖A‖2‖C‖2.

Definice 1.3 (Lineárńı proces). Posloupnost {X t}t∈Z m-rozměrných náhodných
vektor̊u ve tvaru X t = µ+

∑∞
j=0Cjεt−j, kde

i) µ je m-rozměrný vektor

ii) {Cj}∞j=0 je posloupnost matic typu (m×m) takových, že
∑∞

j=0 ‖Cj‖2 <∞
a

iii) {εt}t∈Z je m-rozměrný b́ılý šum, tj. posloupnost nekorelovaných centrovaných
m-rozměrných náhodných vektor̊u s konstantńı variančńı matićı var(εt) =
E(εtε

′
t) = Σε ∀t

nazýváme m-rozměrným lineárńım procesem.

Poznámka. Řada
∑∞

j=0Cjεt−j v definici 1.3 konverguje v L2. Pokud nahrad́ıme
předpoklady ii) a iii) předpoklady

ii*) {Cj}∞j=0 je posloupnost matic typu (m×m) takových, že
∑∞

j=0 ‖Cj‖ <∞ a

iii*) {εt}t∈Z je posloupnost centrovaných m-rozměrných náhodných vektor̊u ta-
kových, že existuje konstanta K taková, že E‖εt‖ < K ∀t,

pak řada
∑∞

j=0Cjεt−j konverguje absolutně skoro jistě.

D̊ukaz. i) konvergence v L2:
Pro 1 ≤ i ≤ m je

∞∑
j=0

var
(
(Cjεt−j)

i
)
≤

∞∑
j=0

E‖Cjεt−j‖2

≤
∞∑
j=0

E‖εt−j‖2‖Cj‖2

=
∞∑
j=0

E‖ε0‖2‖Cj‖2

≤ ‖Σε‖2
∞∑
j=0

‖Cj‖2 <∞.

Tedy řada
∑∞

j=0Cjεt−j konverguje v L2 podle věty A.2.
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ii) konvergence absolutně s.j.:
Jelikož jsou lp-normy ekvivalentńı (věta A.1), je také

∑∞
j=0 ‖Cj‖1 <∞ a exis-

tuje konstanta M taková, že E‖εt‖1 < M ∀t. Pro 1 ≤ i ≤ m je

∞∑
j=0

E
∣∣(Cjεt−j)

i
∣∣ ≤ ∞∑

j=0

E (‖Cj‖1 · ‖εt−j‖1) ≤M

∞∑
j=0

‖Cj‖1 <∞

d́ıky ekvivalenci norem. Tedy řada
∑∞

j=0Cjεt−j konverguje absolutně s.j.
podle věty A.3.

U L2-konvergent́ıho lineárńıho procesu můžeme snadno spoč́ıtat prvńı dva
momenty. Jeho středńı hodnota je

EX t = µ+ E

∞∑
j=0

Cjεt−j = µ+
∞∑
j=0

CjEεt−j = µ ∀t

a jeho autokovariance jsou

cov(X t,X t+h) = E(X t − µ)(X t+h − µ)′

= E

(
∞∑
j=0

Cjεt−j

)(
h−1∑
j=0

Cjεt+h−j +
∞∑
j=0

Cj+hεt−j

)′

=
∞∑
j=0

CjΣεC
′
j+h ∀t.

Lineárńı proces je tedy stacionárńı podle následuj́ıćı definice.

Definice 1.4. Náhodný proces {X t}t∈Z nazýváme stacionárńım, pokud

i) EX t = µ ∀t ∈ Z,

ii) var(X t) = Γ0 ∀t ∈ Z a

iii) cov(X t,X t+h) = Γh ∀t ∈ Z (tedy záviśı pouze na h).

Poznámka. i) Stacionarita podle výše uvedené definice se často nazývá slabá
stacionarita či stacionarita do moment̊u 2. řádu. Jelikož se však v této práci
nebudeme zabývat procesy tzv. silně stacionárńımi, budeme slabě stacionárńı
procesy nazývat prostě stacionárńımi.

ii) V definici stacionarity implicitně předpokládáme existenci konečných dru-
hých moment̊u EX ′tX t ∀t.

Poznámka. V daľśım textu budeme uvažovat pouze centrovaný lineárńı proces
s µ = 0. T́ım ovšem neztráćıme na obecnosti, nebot’ pro necentrovaný proces
{X̃ t} lze substituovat X t = X̃ t − EX̃ t.

Poznámka. Označ́ıme-li L operátor zpožděńı (tj. Lεt = εt−1) a C(z) =∑∞
j=0Cjz

j, můžeme psát X t = C(L)εt. Je li
∑∞

j=0 ‖Cj‖ < ∞, pak poly-

nom C(z) konverguje pro |z| < 1 (ve smyslu ‖C(z)‖ ≤
∑∞

j=0 ‖Cjz
j‖ ≤∑∞

j=0 ‖Cj‖|zj| <∞).
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Protože při výpočtu BN rozkladu přerovnáváme nekonečné řady náhodných
vektor̊u, uvád́ıme následuj́ıćı lemma, které nám to umožńı.

Lemma 1.5. Pro posloupnosti náhodných veličin {Xn}∞n=1, {Yn}∞n=1 plat́ı

∞∑
n=1

(Xn + Yn) =
∞∑
n=1

Xn +
∞∑
n=1

Yn (v L2, s.j.),

má-li pravá strana smysl.

D̊ukaz. i) V L2:

∞∑
n=1

(Xn + Yn) = l. i.m.
N→∞

N∑
n=1

(Xn + Yn)

= l. i.m.
N→∞

(
N∑

n=1

Xn +
N∑

n=1

Yn

)

= l. i.m.
N→∞

N∑
n=1

Xn + l. i.m.
N→∞

N∑
n=1

Yn

=
∞∑
n=1

Xn +
∞∑
n=1

Yn.

ii) Skoro jistě:(
∞∑
n=1

(Xn + Yn)

)
(ω) = lim

N→∞

(
N∑

n=1

(Xn + Yn)

)
(ω)

= lim
N→∞

(
N∑

n=1

Xn(ω) +
N∑

n=1

Yn(ω)

)

= lim
N→∞

N∑
n=1

Xn(ω) + lim
N→∞

N∑
n=1

Yn(ω)

=

(
∞∑
n=1

Xn

)
(ω) +

(
∞∑
n=1

Yn

)
(ω) ∀ω.

Důsledek 1.6. Pro m ∈ N a posloupnosti náhodných veličin
{X1,n}∞n=1, . . . , {Xm,n}∞n=1 plat́ı

∞∑
n=1

m∑
k=1

Xk,n =
m∑
k=1

∞∑
n=1

Xk,n (v L2, s.j.),

má-li pravá strana smysl.

D̊ukaz. Z lemmatu 1.5 konečnou indukćı.

Poznámka. Předchoźı tvrzeńı plat́ı i pro posloupnosti náhodných vektor̊u, stač́ı
jej aplikovat na jednotlivé složky.
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Lemma 1.7 (BN rozklad). Necht’ C(z) =
∑∞

j=0Cjz
j, kde Cj jsou matice (m×

m). Pak
C(z) = C(1)− (1− z)C̃(z), (1.1)

kde

C̃(z) =
∞∑
j=0

C̃jz
j, C̃j =

∞∑
k=j+1

Ck.

Pokud p ≥ 1, pak

∞∑
j=1

jp‖Cj‖p <∞⇒
∞∑
j=0

‖C̃j‖p <∞ a

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

Cj

∥∥∥∥∥ <∞.
D̊ukaz. Rovnost (1.1) ověř́ıme výpočtem.

C(1)− (1− z)C̃(z) =
∞∑
j=0

Cj −

(
∞∑
j=0

C̃jz
j −

∞∑
j=0

C̃jz
j+1

)

=
∞∑
j=0

Cj −

(
C̃0︸ ︷︷ ︸

C0

+
∞∑
j=0

(
C̃j+1 − C̃j

)
︸ ︷︷ ︸

−Cj+1

zj+1

)

= C0 +
∞∑
j=0

Cj+1z
j+1

=
∞∑
j=0

Cjz
j.

Dále pro p ≥ 1 máme
∞∑
j=1

jp‖Cj‖p <∞⇔
∞∑
j=1

jp‖Cj‖pp <∞ (1.2a)

⇔
∞∑
j=1

jp
m∑
k=1

m∑
l=1

|cklj |p <∞

⇔ ∀k, l
∞∑
j=1

jp|cklj |p <∞

=⇒ ∀k, l
∞∑
j=0

|c̃klj |p <∞ a

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

cklj

∣∣∣∣∣ <∞ (1.2b)

⇔
∞∑
j=0

m∑
k=1

m∑
l=1

|c̃klj |p <∞ a
m∑
k=1

m∑
l=1

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

cklj

∣∣∣∣∣ <∞
⇔

∞∑
j=0

‖C̃j‖pp <∞ a

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

Cj

∥∥∥∥∥
1

<∞

⇔
∞∑
j=0

‖C̃j‖p a

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

Cj

∥∥∥∥∥ <∞, (1.2c)

kde v ekvivalenćıch (1.2a) a (1.2c) využ́ıváme ekvivalenci norem (věta A.1),
zat́ımco implikace (1.2b) plyne z [16], str. 972, lemma 2.1.
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Snadno můžeme nahlédnout, že se opravdu jedná o BN rozklad popsaný
v úvodu. Uvažujme proces {X t} s př́ır̊ustky ve tvaru lineárńıho procesu Zt =
C(L)εt a aplikujme vztah (1.1) na Zt. Dostaneme rozklad

C(L)εt = C(1)εt + (1− L)C̃(L)εt.

Na levé straně máme př́ır̊ustky procesu {X t}, na pravě straně pak člen
(1− L)C̃(L)εt je př́ır̊ustkem procesu {C̃(L)εt}, kde

C̃(L)εt =
∞∑
j=0

∞∑
k=j+1

Cjεt−j =

(
∞∑
k=1

Ck

)
εt +

(
∞∑
k=2

Ck

)
εt−1 + . . .

je zřejmě cyklická složka dle rozkladu z úvodu. Zbývaj́ıćı člen C(1)εt je tedy
př́ır̊ustkem trendu X̄ t. Jelikož jde o b́ılý šum, tvoř́ı trend X̄ t náhodnou procház-
ku.

Druhá část lemmatu 1.7 nám dává postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby rozklad
(1.1) měl smysl.

Nyńı již máme potřebné nástroje pro d̊ukaz limitńıch vět pro lineárńı proces.
Začneme dvěma variantami silného zákona velkých č́ısel (SZVČ). K d̊ukazu nám
stač́ı převést je na jednorozměrný př́ıpad, který je již dokázán v článku [16].

Věta 1.8 (SZVČ). Necht’ X t = C(L)εt, t ∈ N je m-rozměrný lineárńı proces
takový, že

i)
∑∞

j=1 j
2‖Cj‖2 <∞ a

ii) εt jsou i.i.d. centrované s konečnými druhými momenty.

Pak
1

n

n∑
t=1

X t
s.j.−→

n→∞
0.

D̊ukaz. Dle d̊usledku 1.6 lze k-tou složku vektoru X t psát jako

Xk
t =

∞∑
j=0

ck•j εt−j =
∞∑
j=0

m∑
l=1

cklj ε
l
t−j =

m∑
l=1

∞∑
j=0

cklj ε
l
t−j.

Z předpokladu i) máme

∞∑
j=1

j2
(
cklj
)2
<

∞∑
j=1

j2
m∑

h=1

n∑
i=1

(
chij
)2

=
∞∑
j=1

j2‖Cj‖2 <∞ ∀k, l,

z předpokladu ii) je {elt}t∈Z posloupnost i.i.d. centrovaných náhodných veličin
s konečnými druhými momenty ∀l. Podle [16], str. 976, věta 3.1 tedy plat́ı

1

n

n∑
t=1

Xk
t =

1

n

n∑
t=1

m∑
l=1

∞∑
j=0

cklj ε
l
t−j =

m∑
l=1

(
1

n

n∑
t=1

∞∑
j=0

cklj ε
l
t−j

)
s.j.−→

n→∞
0.
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Věta 1.9 (SZVČ). Necht’ X t = C(L)εt, t ∈ N je m-rozměrný lineárńı proces
takový, že

i)
∑∞

j=1 j‖Cj‖ <∞ a

ii) εt jsou i.i.d. centrované

Pak
1

n

n∑
t=1

X t
s.j.−→

n→∞
0.

D̊ukaz. Dle d̊usledku 1.6 lze k-tou složku vektoru X t psát jako

Xk
t =

∞∑
j=0

ck•j εt−j =
∞∑
j=0

m∑
l=1

cklj ε
l
t−j =

m∑
l=1

∞∑
j=0

cklj ε
l
t−j.

Z předpokladu i) máme d́ıky ekvivalenci norem

∞∑
j=1

j
∣∣cklj ∣∣ < ∞∑

j=1

j

m∑
h=1

n∑
i=1

∣∣chij ∣∣ =
∞∑
j=1

j‖Cj‖1 ≤ K

∞∑
j=1

j‖Cj‖ <∞ ∀k, l,

z předpokladu ii) je {elt}t∈Z posloupnost i.i.d. centrovaných náhodných veličin ∀l.
Jelikož je {X t} lineárńı proces ve smyslu definice 1.3, je E‖X0‖ < ∞ a tedy
i E|X l

0| <∞. Podle [16], str. 976, věta 3.2 tedy plat́ı

1

n

n∑
t=1

Xk
t =

1

n

n∑
t=1

m∑
l=1

∞∑
j=0

cklj ε
l
t−j =

m∑
l=1

(
1

n

n∑
t=1

∞∑
j=0

cklj ε
l
t−j

)
s.j.−→

n→∞
0.

Pokračujme d̊ukazem centrálńı limitńı věty (CLV). Zde se již nemůžeme odvo-
lat na jednorozměrnou verzi věty, ovšem d̊ukaz můžeme provést analogicky, jako
jej́ı d̊ukaz v článku [16] (věta 3.4).

Věta 1.10 (CLV). Necht’ X t = C(L)εt, t ∈ N je m-rozměrný lineárńı proces
takový, že

i)
∑∞

j=1 j
2‖Cj‖2 <∞ a

ii) εt jsou i.i.d. centrované s konečnými druhými momenty.

Pak
1√
n

n∑
t=1

X t
d−→

n→∞
Nm(0,C(1)ΣεC(1)′),

kde Σε = E(ε0ε
′
0).

D̊ukaz. Aplikaćı (1.1) dostaneme

X t = C(1)εt + ε̃t−1 − ε̃t,

kde

ε̃t = C̃(L)εt =
∞∑
j=0

C̃jεt−j, C̃j =
∞∑

k=j+1

Ck.
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Tedy
1√
n

n∑
t=1

X t = C(1)
1√
n

n∑
t=1

εt +
1√
n
ε̃0 −

1√
n
ε̃n.

Podle Lévyho-Lindebergovy CLV plat́ı

1√
n

n∑
t=1

εt
d−→

n→∞
Nm(0,Σε),

stač́ı tedy ukázat, že
1√
n
ε̃0

P−→
n→∞

0 a
1√
n
ε̃n

P−→
n→∞

0,

což plat́ı, pokud plat́ı

1

n
ε̃′0ε̃0

P−→
n→∞

0 a
1

n
ε̃′nε̃n

P−→
n→∞

0,

což plat́ı, protože
E(ε̃′nε̃n) <∞,

nebot’ podle lemmatu 1.7 je
∑∞

j=0 ‖C̃j‖2 <∞ a ε̃n =
∑∞

j=0 C̃jεn−j je tak prvkem
lineárńıho procesu ve smyslu definice 1.3 konvergentńıho v L2.

Následovat bude silný zákon velkých č́ısel pro rozptyl. Jeho d̊ukaz opět vycháźı
z d̊ukazu jednorozměrné verze ([16], věta 3.7), tentokrát však již vyžaduje větš́ı
úpravy. Nejprve však uved’me jedno lemma.

Lemma 1.11. Necht’
∑∞

s=1 s
1
2‖Cs‖2 <∞ a r ≥ 0. Pak

i)
∞∑
j=0

∥∥∥∥∥
∞∑

s=j+1

(Cs+r ⊗Cs)

∥∥∥∥∥
2

<∞,

ii)
∞∑
r=0

∥∥∥∥∥
∞∑
s=0

(Cs+r ⊗Cs)

∥∥∥∥∥
2

<∞.

D̊ukaz. i) S využit́ım lemmatu 1.2 a Cauchyho–Schwarzovy nerovnosti dosta-
neme

∞∑
j=0

∥∥∥∥∥
∞∑

s=j+1

(Cs+r ⊗Cs)

∥∥∥∥∥
2

≤
∞∑
j=0

(
∞∑

s=j+1

s−
1
4‖Cs+r‖ · ‖Cs‖s

1
4

)2

≤
∞∑
j=0

(
∞∑

s=j+1

s−
1
2‖Cs+r‖2

)(
∞∑

s=j+1

‖Cs‖2s
1
2

)

≤

(
∞∑
s=1

s
1
2‖Cs‖2

)(
∞∑
j=0

∞∑
s=j+1

s−
1
2‖Cs+r‖2

)

≤

(
∞∑
s=1

s
1
2‖Cs‖2

)(
∞∑
s=1

s−
1
2‖Cs+r‖2

s−1∑
j=0

1

)

≤

(
∞∑
s=1

s
1
2‖Cs‖2

)(
∞∑
s=1

(s+ r)
1
2‖Cs+r‖2

)

≤

(
∞∑
s=1

s
1
2‖Cs‖2

)2

<∞.
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ii) Opět s využit́ım lemmatu 1.2 a Cauchyho–Schwarzovy nerovnosti dostaneme

∞∑
r=0

∥∥∥∥∥
∞∑
s=0

(Cs+r ⊗Cs)

∥∥∥∥∥
2

≤
∞∑
r=0

(
‖Cr‖ · ‖C0‖+

∞∑
s=1

s−
1
4‖Cs+r‖ · ‖Cs‖s

1
4

)2

≤
∞∑
r=0

(
‖Cr‖2 +

∞∑
s=1

s−
1
2‖Cs+r‖2

)(
‖C0‖2 +

∞∑
s=1

‖Cs‖2s
1
2

)

≤

(
‖C0‖2 +

∞∑
s=1

s
1
2‖Cs‖2

)(
∞∑
r=0

‖Cr‖2 +
∞∑
r=0

∞∑
s=1

s−
1
2‖Cs+r‖2

)

≤

(
‖C0‖2 +

∞∑
s=1

s
1
2‖Cs‖2

)(
∞∑
r=0

‖Cr‖2 +
∞∑
t=1

‖Ct‖2
t∑

s=1

s−
1
2

)

≤

(
‖C0‖2 +

∞∑
s=1

s
1
2‖Cs‖2

)(
∞∑
r=0

‖Cr‖2 + 2
∞∑
t=1

t
1
2‖Ct‖2

)
<∞.

Použitá nerovnost
t∑

s=1

s−
1
2 ≤ 2t

1
2

plyne z toho, že funkce s 7→ s−
1
2 je klesaj́ıćı a tedy

t∑
s=1

s−
1
2 ≤

∫ t

0

s−
1
2 ds = 2t

1
2 .

Věta 1.12 (SZVČ pro rozptyl). Necht’ X t = C(L)εt, t ∈ N je m-rozměrný
lineárńı proces takový, že

i)
∑∞

j=1 j‖Cj‖2 <∞,

ii) εt jsou i.i.d. centrované s konečnými druhými momenty a

iii)
∑∞

r=1

∥∥∥∑∞j=0(Cj+r ⊗Cj)
∥∥∥ <∞.

Pak
1

n

n∑
t=1

X tX
′
t

s.j.−→
n→∞

Γ0
def
= E(X0X

′
0).

D̊ukaz. Můžeme psát

X tX
′
t =

∞∑
j=0

∞∑
i=0

Cjεt−jε
′
t−iC

′
i = Xat +Xbt +X ′bt,

kde

Xat =
∞∑
j=0

Cjεt−jε
′
t−jC

′
j,

Xbt =
∞∑
r=1

∞∑
j=0

Cjεt−jε
′
t−j−rC

′
j+r.
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S využit́ım operátoru vec (viz definici A.6 a lemma A.7) dostaneme

vecXat =
∞∑
j=0

vec(Cjεt−jε
′
t−jC

′
j)

=
∞∑
j=0

(Cj ⊗Cj) vec(εt−jε
′
t−j)

= F 0(L) vec(εtε
′
t),

vecXbt =
∞∑
r=1

∞∑
j=0

vec(Cjεt−jε
′
t−j−rC

′
j+r)

=
∞∑
r=1

∞∑
j=0

(Cj+r ⊗Cj) vec(εt−jε
′
t−j−r)

=
∞∑
r=1

F r(L) vec(εtε
′
t−r),

kde

F r(L) =
∞∑
j=0

(Cj+r ⊗Cj)L
j.

Aplikaćı BN rozkladu na F r(L) dostaneme

F r(L) = F r(1)− (1− L)F̃ r(L),

kde

F̃ r(L) =
∞∑
j=0

F̃ rjL
j, F̃ rj =

∞∑
s=j+1

F rs =
∞∑

s=j+1

(Cs+r ⊗Cs).

Tento rozklad má smysl podle lemmatu 1.11 i). Je tedy

vecXat = F 0(1) vec(εtε
′
t)− (1− L)X̃at, (1.3)

vecXbt = εFt−1εt − (1− L)X̃bt, (1.4)

kde

X̃at = F̃ 0(L) vec(εtε
′
t),

X̃bt =
∞∑
r=1

F̃ r(L) vec(εtε
′
t−r),

εFt−1 =
∞∑
r=1

F r(1)(εt−r ⊗ Im).

Ukážeme, že
1

n

n∑
t=1

vecXat
s.j.−→

n→∞
vec Γ0 (1.5)

a
1

n

n∑
t=1

vecXbt
s.j.−→

n→∞
0. (1.6)
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Podle (1.4) plat́ı (1.6), pokud

1

n
X̃bn

s.j.−→
n→∞

0 a
1

n
X̃b0

s.j.−→
n→∞

0. (1.7)

a
1

n

n∑
t=1

εFt−1εt
s.j.−→

n→∞
0. (1.8)

Podle Kroneckerova lemmatu (1.8) plat́ı, pokud

T n =
n∑

t=1

1

t
εFt−1εt

konverguje skoro jistě. Ovšem T n je martingal vzhledem k filtraci Fn =
σ(εn, εn−1, . . . ), nebot’

E[T n+1|Fn] = E

[
T n +

1

n+ 1
εFn εn+1

∣∣∣∣Fn

]
=

= E[T n|Fn] +
1

n+ 1
εFnE[εn+1|Fn] = T n,

a tedy dle věty A.8 konverguje s.j., pokud supnE‖T n‖2 <∞, což plat́ı, protože

sup
n
E‖T n‖2 = sup

n
E

(
n∑

t=1

1

t
εFt−1εt

)′( n∑
t=1

1

t
εFt−1εt

)

= sup
n
E

n∑
t=1

1

t2
ε′t
(
εFt−1

)′
εFt−1εt + 2E

n∑
t=1

n−1∑
r=1

1

t

1

t+ r
ε′t+r

(
εFt−r−1

)′
εFt−1εt

≤ sup
n
E

n∑
t=1

1

t2
∥∥εFt−1∥∥2 ‖εt‖2

=
∞∑
t=1

1

t2
E
∥∥εFt−1∥∥2E‖εt‖2

=
∞∑
t=1

1

t2
σ2
Fσ

2
ε <∞,
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kde σ2
ε = E‖εt‖2 <∞ a

σ2
F = E

∥∥εFt−1∥∥2
= E

∥∥∥∥∥
∞∑
r=1

F r(1)(εt−r ⊗ Im)

∥∥∥∥∥
2

= E tr

(
∞∑
r=1

F r(1)(εt−r ⊗ Im)

)′( ∞∑
r=1

F r(1)(εt−r ⊗ Im)

)

= E tr
∞∑
r=1

(εt−r ⊗ Im)′F r(1)′F r(1)(εt−r ⊗ Im)

+ 2E tr
∞∑
r=1

∞∑
s=1

(εt−r−s ⊗ Im)′F r+s(1)′F r(1)(εt−r ⊗ Im)

=
∞∑
r=1

E ‖F r(1)(εt−r ⊗ Im)‖2

≤
∞∑
r=1

‖F r(1)‖2E‖εt−r‖2‖Im‖2

= mσ2
ε

∞∑
r=1

‖F r(1)‖2 <∞,

nebot’
∞∑
r=1

‖F r(1)‖2 =
∞∑
r=1

∥∥∥∥∥
∞∑
s=0

(Cs+r ⊗Cs)

∥∥∥∥∥
2

<∞

dle lemmatu 1.11 ii). Dále (1.7) plat́ı, pokud

∞∑
n=1

1

n2
E‖X̃bn‖2 <∞,

což plat́ı, pokud E‖X̃bn‖2 < K < ∞ pro nějakou konstantu K, což plat́ı za
platnosti předpokladu iii) podle [15], str. 688, tvrzeńı C.9, nebot’

E(vec(εtε
′
t−r))

′ vec(εtε
′
t−r) = E‖ vec(εtε

′
t−r)‖2 =

= E‖εtε′t−r‖2 ≤ E‖εt‖2E‖ε′t−r‖2 = σ4
ε.

K d̊ukazu (1.5) podle (1.3) stač́ı, aby platilo

1

n
X̃an

s.j.−→
n→∞

0, (1.9)

1

n

n∑
t=1

εtε
′
t

s.j.−→
n→∞

Σε (1.10)
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nebot’ pak

1

n

n∑
t=1

vecXat = F 0(1) vec

(
1

n

n∑
t=1

εtε
′
t

)
− 1

n
(X̃an − X̃a0)

s.j.−→
n→∞

F 0(1) vec Σε =
∞∑
j=0

(Cj ⊗Cj) vec Σε

=
∞∑
j=0

vec(CjΣεC
′
j) = vec Γ0

a tedy
1

n

n∑
t=1

Xat
s.j.−→

n→∞
Γ0

a také
1

n

n∑
t=1

X tX
′
t

s.j.−→
n→∞

Γ0

Ovšem (1.10) plyne ze SZVČ pro i.i.d. vektory a stač́ı tak dokázat (1.9). Je

1

n
‖X̃an‖ =

1

n

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

F̃ 0j vec(εn−jε
′
n−j)

∥∥∥∥∥
≤ 1

n

n∑
j=0

(
∞∑

s=j+1

‖Cs‖2
)
‖εn−j‖2 +

1

n

∞∑
j=n+1

(
∞∑

s=j+1

‖Cs‖2
)
‖εn−j‖2

≤ 1

n
max
0≤t≤n

‖εt‖2
∞∑
j=0

∞∑
s=j+1

‖Cs‖2 +
1

n

∞∑
j=1

‖ε−j‖2
∞∑

s=j+1

‖Cs‖2. (1.11)

Podle lemmatu A.9
1

n
max
0≤t≤n

‖εt‖2
s.j.−→

n→∞
0,

pokud
1

n
‖εn‖2

s.j.−→
n→∞

0,

což plat́ı, protože

1

n
‖εn‖2 =

1

n

n∑
j=1

‖εj‖2 −
1− 1

n

n− 1

n−1∑
j=1

‖εj‖2

a oba členy rozd́ılu na pravé straně konverguj́ı s.j. ke stejné limitě E‖ε0‖2 podle
SZVČ. Dále

∑∞
j=0

∑∞
s=j+1 ‖Cs‖2 =

∑∞
s=1 s‖Cs‖2 < ∞, takže prvńı sč́ıtanec

v (1.11) konverguje k nule s.j. Nav́ıc je t́ım pádem

E(
∞∑
j=1

‖ε−j‖2
∞∑

s=j+1

‖Cs‖2) <∞

takže
∑∞

j=1 ‖ε−j‖2
∑∞

s=j+1 ‖Cs‖2 < ∞ s.j. a druhý sč́ıtanec v (1.11) konverguje
k nule s.j.
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Posledńı větou, které se budeme v této části věnovat, je zákon iterovaného
logaritmu (ZIL). Důkaz opět vycháźı z d̊ukazu jednorozměrné verze v článku [16]
(věta 3.3). Jelikož je problém dohledat v literatuře ZIL pro i.i.d. náhodné vektory,
na který bychom se mohli odvolat, odvod́ıme zde nejprve vlastńı variantu.

Věta 1.13 (ZIL pro i.i.d. vektory). Necht’ {X t}∞t=1 je posloupnost m-rozměrných
centrovaných i.i.d. vektor̊u s jednotkovou kovariančńı matićı. Pak

lim sup
n→∞

1√
2n ln2 n

∥∥∥∥∥
n∑

t=1

X t

∥∥∥∥∥
∞

= 1 s.j.

D̊ukaz. Označme

A =
m⋂
i=1

[
lim sup
n→∞

1√
2n ln2 n

∣∣∣∣∣
n∑

t=1

X i
t

∣∣∣∣∣ = 1

]
.

Podle ZIL pro i.i.d. veličiny (věta A.11) je zřejmě P (A) = 1 a pro ω ∈ A je dle
lemmatu A.10

lim sup
n→∞

1√
2n ln2 n

∥∥∥∥∥
n∑

t=1

X t(ω)

∥∥∥∥∥
∞

= max
1≤i≤m

lim sup
n→∞

1√
2n ln2 n

∣∣∣∣∣
n∑

t=1

X i
t(ω)

∣∣∣∣∣ = 1.

Věta 1.14 (ZIL). Necht’ X t = C(L)εt, t ∈ N je m-rozměrný lineárńı proces
takový, že

i)
∑∞

j=1 j
2‖Cj‖2 <∞ a matice C(1) je regulárńı a

ii) εt jsou i.i.d. s regulárńı kovariančńı matićı Σε a existuje p > 2 takové, že
E‖εt‖p <∞.

Pak

lim sup
n→∞

1√
2n ln2 n

∥∥∥∥∥Σ− 1
2

ε C(1)−1
n∑

t=1

X t

∥∥∥∥∥
∞

= 1 s.j.

D̊ukaz. Podle BN rozkladu je

X t = C(1)εt + ε̃t−1 − ε̃t,

kde

ε̃t = C̃(L)εt =
∞∑
j=0

C̃jεt−j, C̃j =
∞∑

k=j+1

Ck.

Tedy

1√
2n ln2 n

Σ
− 1

2
ε C(1)−1

n∑
t=1

X t =
1√

2n ln2 n

n∑
t=1

Σ
− 1

2
ε εt+

+
1√

2n ln2 n
Σ
− 1

2
ε C(1)−1(ε̃0 − ε̃n).
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Podle ZIL pro i.i.d. vektory (věta 1.13) plat́ı

lim sup
n→∞

1√
2n ln2 n

∥∥∥∥∥
n∑

t=1

Σ
− 1

2
ε εt

∥∥∥∥∥
∞

= 1 s.j.,

stač́ı tedy dokázat, že

1√
2n ln2 n

∥∥∥Σ− 1
2

ε C(1)−1(ε̃0 − ε̃n)
∥∥∥
∞

s.j.−→
n→∞

0.

k-tá složka vektoru ε̃t má tvar

ε̃kt =
∞∑
j=0

c̃k•j εt−j =
∞∑
j=0

m∑
l=1

c̃klj ε
l
t−j =

m∑
l=1

∞∑
j=0

c̃klj ε
l
t−j =

m∑
l=1

ε̄klt ,

kde ε̄klt =
∑∞

j=0 c̃
kl
j ε

l
t−j. Podle věty A.4 plat́ı

1√
2n ln2 n

ε̄kl0
s.j.−→

n→∞
0 a

1√
2n ln2 n

ε̄kln
s.j.−→

n→∞
0,

pokud
E
∣∣ε̄kln ∣∣q = E

∣∣ε̄kl0 ∣∣q <∞, n ∈ N
pro nějaké q > 2, nebot’ pak

∞∑
n=1

E

∣∣∣∣ 1√
2n ln2 n

ε̄kln

∣∣∣∣q = E
∣∣ε̄kl0 ∣∣q ∞∑

n=1

1

n
q
2

∣∣2 ln2 n
∣∣ q2 <∞

Je

E
∣∣ε̄kln ∣∣q = E

∣∣ε̄kl0 ∣∣q = E

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

c̃klj ε
l
−j

∣∣∣∣∣
q

.

Necht’ uN =
∑N

j=0 c̃
kl
j ε

l
−j pro nějaká k a l a 2 < q ≤ p. Podle Burkholderovy

nerovnosti (věta A.12) existuje konstanta cq taková, že

E|uN |q ≤ cqE

(
N∑
j=0

(
c̃klj
)2 (

εl−j
)2) q

2

.

Aplikaćı Minkowského nerovnosti na pravou stranu dostaneme

E|uN |q ≤ cq

(
N∑
j=0

(
c̃klj
)2) q

2

E|εl0|q ≤ cq

(
∞∑
j=0

(
c̃klj
)2) q

2

E|εl0|q = dq.

Vı́me, že dq < ∞, nebot’
∑∞

j=0

(
c̃klj
)2

< ∞ z předpokladu i) a lemmatu 1.7

a E|εl0|q <∞ z předpokladu ii). Nyńı volme q takové, že 2 < q < p a máme

E (|uN |q)
p
q = E|uN |p ≤ dp.

Jelikož p
q
> 1, jsou {|uN |q : N = 1, 2, . . . } stejnoměrně integrovatelné podle

[14] (str. 29, lemma 5.15). Ovšem uN
P→ ε̄kl0 (jde o prvek lineárńıho procesu

konvergentńıho v L2, a tedy i v P ), takže podle [14] (str. 35, věta 6.10)

E|uN |q → E|ε̄kl0 |q ≤ dp <∞.
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1.2 Procesy VAR a VARMA

Lineárńı proces je sice užitečným teoretickým východiskem při studiu sta-
cionárńıch proces̊u, v praxi ovšem vyvstává problém s nekonečným počtem pa-
rametr̊u Cj. Proto se pro modelováńı časových řad často použ́ıvaj́ı procesy VAR
(vektorová autoregrese) nebo obecněǰśı VARMA, které maj́ı konečný počet para-
metr̊u. Jelikož tyto procesy lze za určitých podmı́nek vyjádřit ve tvaru lineárńıho
procesu, lze na ně nahĺıžet jako na jeho konečné paramterizace a lze pro ně upra-
vit i limitńı věty z předchoźı části. Začneme procesem VAR, popsaným v [15],
str. 13–22.

Definice 1.15. Posloupnost {X t}t∈Z m-rozměrných náhodných vektor̊u splňuj́ı-
ćıch rovnost

X t = ν +

p∑
j=1

AjX t−j + εt,

kde ν je m-rozměrný vektor, A1, . . . ,Ap jsou matice typu (m × m) a {εt}t∈Z
je posloupnost nekorelovaných centrovaných m-rozměrných náhodných vektor̊u
s kovariančńı matićı Eεtε

′
t = Σε ∀t nazýváme m-rozměrným procesem VAR(p)

(VAR řádu p).

Označme blokovou matici

A =


A1 A2 · · · Ap−1 Ap

Im 0 · · · 0 0
0 Im 0 0
...

. . .
...

...
0 0 · · · Im 0

 .

Lež́ı-li všechna vlastńı č́ısla matice A unvitř jednotkového kruhu, nazýváme ta-
kový proces VAR stabilńı a můžeme jej psát ve tvaru L2-konvergentńıho lineár-
ńıho procesu

X t = µ+
∞∑
j=0

Cjεt−j, (1.12)

kde µ = J(Imp−A)−1ν̃, J =
(
Im 0 · · · 0

)
je bloková matice typu (m×mp),

ν̃ ′ = (ν ′, 0, . . . , 0) je mp-rozměrný vektor a Cj = JAjJ . Z toho plyne, že stabilńı
proces VAR je také stacionárńı (ovšem opačná implikace neplat́ı).

Označ́ıme-li

A(z) = Im −
p∑

j=1

Ajz
j,

můžeme proces VAR(p) zapsat pomoćı operátoru zpožděńı L jako

A(L)X t = ν + εt.

Necht’ C(L) je operátor takový, že

C(L)A(L) = Im.

Pak vynásobeńım (1.12) operátorem C(L) zleva dostáváme

X t = C(L)ν +C(L)εt.
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Odtud srovnáńım s (1.12) vid́ıme, že

µ = C(L)ν = A(L)−1ν =

(
Im −

p∑
j=1

Aj

)−1
ν.

Označ́ıme-li
ρ(A) = max{|λ|, λ je vlastńım č́ıslem A}

spektrálńı poloměr matice A, pak podmı́nka stability ř́ıká, že ρ(A) < 1. Z lem-
matu A.13 tak plyne, že existuje submultiplikativńı norma ‖ · ‖A taková, že
‖A‖A < 1 a d́ıky ekvivalenci norem

‖Cj‖ ≤ K‖Cj‖A ≤ K‖J‖2A‖A‖
j
A

a tedy
∞∑
j=1

j2‖Cj‖2 ≤ K2‖J‖4A
∞∑
j=1

j2‖A‖2jA <∞.

Nyńı již můžeme snadno zformulovat zákon velkých č́ısel a centrálńı limitńı větu
pro stabilńı proces VAR.

Věta 1.16 (SZVČ pro VAR). Necht’

X t = ν +

p∑
j=1

AjX t−j + εt, t ∈ Z

je stabilńı m-rozměrný proces VAR(p) takový, že εt jsou i.i.d. s konečnými dru-
hými momenty. Pak

1

n

n∑
t=1

X t
s.j.−→

n→∞
µ =

(
Im −

p∑
j=1

Aj

)−1
ν.

D̊ukaz. Podle výše uvedeného je X t −µ, t ∈ Z lineárńı proces splňuj́ıćı předpo-
klady věty 1.8, tedy

1

n

n∑
t=1

(X t − µ)
s.j.−→

n→∞
0

a
1

n

n∑
t=1

X t
s.j.−→

n→∞
µ.

Věta 1.17 (CLV pro VAR). Necht’

X t = ν +

p∑
j=1

AjX t−j + εt, t ∈ Z

je stabilńı m-rozměrný proces VAR(p) takový, že εt jsou i.i.d. s konečnými dru-
hými momenty. Pak

1√
n

n∑
t=1

(X t − µ)
d−→

n→∞
Nm(0,Σ),

kde Σ = A(1)−1Σε (A(1)−1)
′
, A(1) = Im −

∑p
j=1Aj a Σε = E(ε0ε

′
0).
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D̊ukaz. Podle výše uvedeného je X t −µ, t ∈ Z lineárńı proces splňuj́ıćı předpo-
klady věty 1.10 a C(1) = A(1)−1, tedy

1√
n

n∑
t=1

(X t − µ)
d−→

n→∞
Nm(0,A(1)−1Σε

(
A(1)−1

)′
).

Obdobně můžeme podle [15], str. 423–424 postupovat u procesu VARMA.

Definice 1.18. Posloupnost {X t}t∈Z m-rozměrných náhodných vektor̊u splňuj́ı-
ćıch rovnost

X t = ν +

p∑
j=1

AjX t−j + εt +

q∑
j=1

M jεt−j,

kde ν je m-rozměrný vektor, A1, . . . ,Ap,M 1, . . . ,M q jsou matice typu (m×m)
a {εt}t∈Z je posloupnost nekorelovaných centrovaných m-rozměrných náhodných
vektor̊u s kovariančńı matićı Eεtε

′
t = Σε ∀t nazýváme m-rozměrným procesem

VARMA(p, q).

Podmı́nka stability je u procesu VARMA stejná jako u procesu VAR, tedy
ρ(A) < 1, na matićıch M j nezáviśı. Stabilńı proces VARMA můžeme také psát
ve tvaru L2-konvergentńıho lineárńıho procesu

X t = µ+
∞∑
j=0

Cjεt−j,

kde

Cj = Dj +

q∑
i=1

Dj−iM i, Dj = JAjJ a

µ a J jsou stejné jako u procesu VAR. Stabilńı proces VARMA je tedy také
stacionárńı. Dále můžeme s využit́ım operátoru zpožděńı psát

A(L)X t = ν +M (L)εt,

kde

A(z) = Im −
p∑

j=1

Ajz
j a M (z) = Im +

q∑
j=1

M jz
j.

Odtud dostáváme tvar

X t = A(L)−1ν +A(L)−1M (L)εt.

Podmı́nka na koeficienty Cj je zde opět splněna, nebot’

‖Cj‖ ≤ K‖Cj‖A ≤ K

q∑
i=0

‖Dj−i‖A‖M i‖A ≤ K‖J‖2A max
0≤i≤q

‖M i‖A(q+1)‖A‖j−qA ,

kde jsme označili M 0 = Im, a tedy

∞∑
j=1

j2‖Cj‖2 ≤ K2‖J‖4A max
0≤i≤q

‖M i‖2A(q + 1)2
∞∑
j=1

j2‖A‖2(j−q)A <∞.

Můžeme tedy zformulovat zákon velkých č́ısel a centrálńı limitńı větu i pro proces
VARMA.
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Věta 1.19 (SZVČ pro VARMA). Necht’

X t = ν +

p∑
j=1

AjX t−j + εt +

q∑
j=1

M jεt−j, t ∈ Z

je stabilńı m-rozměrný proces VARMA(p, q) takový, že εt jsou i.i.d. s konečnými
druhými momenty. Pak

1

n

n∑
t=1

X t
s.j.−→

n→∞
µ =

(
Im −

p∑
j=1

Aj

)−1
ν.

D̊ukaz. Podle výše uvedeného je X t −µ, t ∈ Z lineárńı proces splňuj́ıćı předpo-
klady věty 1.8, tedy

1

n

n∑
t=1

(X t − µ)
s.j.−→

n→∞
0

a
1

n

n∑
t=1

X t
s.j.−→

n→∞
µ.

Věta 1.20 (CLV pro VARMA). Necht’

X t = ν +

p∑
j=1

AjX t−j + εt +

q∑
j=1

M jεt−j, t ∈ Z

je stabilńı m-rozměrný proces VARMA(p, q) takový, že εt jsou i.i.d. s konečnými
druhými momenty. Pak

1√
n

n∑
t=1

(X t − µ)
d−→

n→∞
Nm(0,Σ),

kde Σ = A(1)−1M(1)ΣεM (1)′ (A(1)−1)
′
, A(1) = Im−

∑p
j=1Aj, M (1) = Im +∑q

j=1M j, µ = A(1)−1ν a Σε = E(ε0ε
′
0).

D̊ukaz. Podle výše uvedeného je X t −µ, t ∈ Z lineárńı proces splňuj́ıćı předpo-
klady věty 1.10 a C(1) = A(1)−1M (1), tedy

1√
n

n∑
t=1

(X t − µ)
d−→

n→∞
Nm(0,A(1)−1M (1)ΣεM(1)′

(
A(1)−1

)′
).
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Kapitola 2

Integrované procesy, kointegrace
a model VEC

V předchoźı kapitole jsme se věnovali předevš́ım stacionárńım proces̊um ve
smyslu definice 1.4. V praxi se ovšem často setkáváme s řadami, které stacionárńı
nejsou. Jednou z možných př́ıčin nestacionarity je př́ıtomnost tzv. stochastického
trendu, který je možné odstranit diferencováńım. Takové řady pak nazýváme
integrovanými.

Definice 2.1. Jednorozměrný náhodný proces {Xt}t∈Z nazýváme integrovaný
řádu d, ozn. {Xt} ∼ I(d), pokud (d − 1)-ńı diference ∆d−1Xt nejsou stacionárńı
a d-té diference ∆dXt jsou stacionárńı.

Poznámka. Pro stacionárńı řadu {Xt}t∈Z budeme psát {Xt} ∼ I(0).

Pokud jde o jednorozměrné časové řady, je situace velice jednoduchá. Inte-
grovanou řadu stač́ı jednou (výjimečně v́ıcekrát) zdiferencovat, a na źıskanou
stacionárńı řadu použ́ıt vhodný stacionárńı model.

U v́ıcerozměrných řad je situace komplikovaněǰśı. Diferencováńım ztráćıme in-
formaci o hladinách jednotlivých složek, a pokud mezi nimi existoval nějaký vztah,
ztrat́ıme informaci i o něm. Řady, ve kterých takové vztahy existuj́ı, nazýváme
kointegrované.

Definice 2.2. Složky náhodného procesu {X t}t∈Z nazýváme kointegrované řádu
(d, b), ozn. {X t} ∼ CI(d, b), pokud všechny složky jsou I(d) a existuje nenulový
vektor β takový, že {β′X t} ∼ I(d− b).

Zobecněńım stacionárńıho modelu VAR, které umožňuje zachytit vztahy v ko-
integrovaných časových řadách, je model VEC (vector error correction). Model
VEC pro řadu {X t} můžeme psát ve tvaru

A(L)(1− L)X t = αβ′X t−1 + εt, (2.1)

tedy jde o model VAR pro diference (1 − L)X t, ke kterému je nav́ıc přidán
člen αβ′X t−1, kde β je nyńı (K×r) matice r lineárně nezávislých kointegračńıch
vektor̊u a α je matice (K × r).
Poznámka. Označ́ıme-li B(L) = A(L)(1−L)−αβ′L, dostaneme pro řadu {X t}
model VAR

B(L)X t = εt,
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který ovšem nesplňuje podmı́nku stability. Stupeň polynomu B(L) je zřejmě
o 1 vyšš́ı než stupeň polynomu A(L). Řád modelu VEC pro diferencovanou řadu
je tedy o 1 nižš́ı, než řád př́ıslušného modelu VAR pro řadu nediferencovanou.

Model VEC je detailně popsán v [15], kap. 6–8, zde uvedeme pouze minimum
potřebné k tomu, abychom jej mohli prakticky aplikovat na reálná data. Před
t́ım, než je možné zač́ıt odhadovat koeficienty modelu, je třeba specifikovat tvar
modelu, tj. určit:

1. řád modelu VAR pro nediferencovanou řadu,

2. řád integrace jednotlivých složek zkoumané časové řady a

3. počet kointegračńıch vztah̊u.

Pro určeńı řádu modelu VAR je možné použ́ıt statistické testy, v praxi se
ale častěji určuje řád modelu minimalizaćı některého z informačńıch kriteríı. In-
formačńı kriteria jsou založena na odhadu rozptylové matice šumu. Kromě toho
ovšem obsahuj́ı také penalizaci za počet parametr̊u, kterou se jednotlivá krite-
ria odlǐsuj́ı. Jejich minimalizaćı tedy hledáme kompromis mezi minimalizaćı re-
ziduálńıho rozptylu a minimalizaćı počtu parametr̊u. V daľśı kapitole použijeme
čtyři kriteria: Akaikeho (AIC), Hannanovo–Quinnovo (HQ), Schwarzovo (SC) a fi-
nal prediction error (FPE). Vzorce pro jednotlivá kriteria jsou

AIC(p) = ln |Σ̂ε(p)|+
2pm2

T
,

HQ(p) = ln |Σ̂ε(p)|+
2 ln lnT

T
pm2,

SC(p) = ln |Σ̂ε(p)|+
lnT

T
pm2,

FPE(p) = |Σ̂ε(p)|
(
T +mp+ 1

T −mp− 1

)m

,

kde Σ̂ε(p) je maximálně věrohodný odhad kovariančńı matice Σε v modelu řádu
p, m je dimenze zkoumané řady a T je počet pozorováńı. V prostřed́ı R spoč́ıtáme
hodnoty informačńıch kriteríı pomoćı funkce VARselect z knihovny vars.

K určeńı řádu integrace časové řady slouž́ı ADF test (augmented Dickey–Ful-
ler). Testuje hypotézu, že v modelu autoregrese pro diference řady {Xt}

∆Xt = (ρ− 1)Xt−1 + γ1∆Xt−1 + · · ·+ γp−1∆Xt−p+1 + εt

je ρ = 1, což znamená, že je řada integrovaná. Je-li řada integrovaná, opakujeme
test pro jej́ı diference, dokud nedojdeme ke stacionárńı řadě. Podle toho, kolikrát
jsme museli diferencovat urč́ıme řád integrace řady. V prostřed́ı R je ADF test
implementován funkćı adf.test z knihovny tseries.

Posledńım krokem specifikace modelu je určeńı počtu kointegračńıch vztah̊u.
K tomu lze použ́ıt informačńı kriteria, nebo r̊uzné statistické testy. My použijeme
Johansen̊uv test, založený na pod́ılu věrohodnost́ı. Počet kointegračńıch vztah̊u
je roven hodnosti h(Π) matice Π = αβ′ v modelu (2.1), testuj́ı se proto hypotézy

H0 : h(Π) = r0
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pro hodnoty r0 = 0, 1, . . ., dokud hypotézu zamı́táme. Jako alternativńı hypotéza
se obvykle použ́ıvá bud’

H1 : r0 < h(Π) ≤ m,

nebo
H1 : h(Π) = r0 + 1.

Testová statistika př́ısluš́ıćı prvńı variantě se nazývá trace statistic, druhé variantě
maximum eigenvalue statistic. V prostřed́ı R je Johansen̊uv test implementován
funkćı ca.jo z knihovny urca.
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Kapitola 3

BN rozklad v praxi

3.1 Teoretický základ

V této kapitole se vrát́ıme k p̊uvodńı myšlence BN rozkladu jako rozkladu
časové řady na trend a cyklus. Uvažujme nyńı m-rozměrný proces {X t}t∈Z, jehož
všechny složky jsou I(1). Označme jeho diference Zt = X t−X t−1 a Y t = Zt−µ,
kde µ = EZt. Dále označme Ŷ t(j) = E(Y t+j|Y t,Y t−1, . . . ) předpověd’ Y t+j

v čase t. Potom podle BN rozkladu dostáváme trend

X̄ t = X t + lim
k→∞

k∑
j=1

Ŷ t(j)

a cyklickou složku

Ct = lim
k→∞

k∑
j=1

Ŷ t(j).

Při praktickém výpočtu rozkladu tak naráž́ıme na nekonečný součet

lim
k→∞

k∑
j=1

Ŷ t(j).

Jednou z možnost́ı je samozřejmě aproximovat jej konečným součtem
∑K

j=1 Ŷ t(j)
pro dostatečně veliké K. Neńı to ovšem vždy nutné. M. A. Ariño a P. Newbold ve
svém článku [1] prezentuj́ı metodu pro přesný a efektivńı výpočet tohoto rozkladu
pro model VARMA, kterou zde uvedeme a vyzkouš́ıme na reálných datech.

Předpokládejme nejprve, že složky X t nejsou kointegrované a diference Zt se
ř́ıd́ı modelem VARMA(p, q)

A(L)Y t = M(L)εt, Y t = Zt − µ,

kde

A(L) = Im −
p∑

j=1

AjL
j a M(L) = Im +

q∑
j=1

M jL
j.

Věta 3.1. V BN rozkladu procesu VARMA(p,q) je

Ct = lim
k→∞

k∑
j=1

Ŷ t(j) =

q∑
j=1

Ŷ t(j) +A(1)−1
p∑

j=1

p∑
i=j

AiŶ t(q − j + 1),
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kde Ŷ t(i) = Y t+i pro i ≤ 0.

D̊ukaz. Pro h ≥ 1 je

Ŷ t(q + h) = E(Y t+q+h|Y t,Y t−1, . . . )

= E

(
p∑

j=1

AjY t+q+h−j + εt+q+h +

q∑
j=1

M jεt+q+h−j

∣∣∣∣∣Y t,Y t−1, . . .

)

= E

(
p∑

j=1

AjY t+q+h−j

∣∣∣∣∣Y t,Y t−1, . . .

)

=

p∑
j=1

AjŶ t(q + h− j),

nebot’

E(εt+l|Y t,Y t−1, . . . ) = E(εt+l) = 0

pro l ≥ 1. Indukćı podle h dokážeme, že

Ŷ t(q + h) =

p−1∑
j=0

Bj(h)Ŷ t(q − j), (3.1)

kde

Bj(h) =

p∑
i=1

AiBj(h− i), 0 ≤ j ≤ p− 1, h ≥ 1 (3.2)

s počátečńımi podmı́nkami

Bj(h) =

{
0 j + h 6= 0, h ≤ 0

Im j + h = 0, h ≤ 0
.

Pro h ≤ 0 rovnost (3.1) zřejmě plat́ı, nebot’ po dosazeńı počátečńıch podmı́nek
zbyde na pravé straně pouze člen s j = −h. V indukčńım kroku pak předpoklá-
dáme

Ŷ t(q + h) =

p−1∑
j=0

Bj(h)Ŷ t(q − j)

a dostáváme

Ŷ t(q + h+ 1) =

p∑
j=1

AjŶ t(q + h+ 1− j)

=

p∑
j=1

Aj

p−1∑
i=0

Bi(h+ 1− j)Ŷ t(q − i)

=

p−1∑
i=0

p∑
j=1

AjBi(h+ 1− j)︸ ︷︷ ︸
Bi(h+1)

Ŷ t(q − i)

=

p−1∑
i=0

Bi(h+ 1)Ŷ t(q − i).
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T́ım je d̊ukaz rovnosti (3.1) hotov. Můžeme tedy dosadit do vztahu

Ct = lim
k→∞

k∑
j=1

Ŷ t(j) =

q∑
j=1

Ŷ t(j) + lim
k→∞

k∑
h=1

Ŷ t(q + h).

Posledńı člen je pak

lim
k→∞

k∑
h=1

Ŷ t(q+ h) = lim
k→∞

k∑
h=1

p−1∑
j=0

Bj(h)Ŷ t(q− j) = lim
k→∞

p−1∑
j=0

k∑
h=1

Bj(h)Ŷ t(q− j).

Označ́ıme-li

Bj = lim
k→∞

k∑
h=1

Bj(h),

dostáváme

Ct =

q∑
j=1

Ŷ t(j) +

p−1∑
j=0

BjŶ t(q − j). (3.3)

Zbývá pouze dopoč́ıtat Bj. Podle (3.2) je

k∑
h=1

Bj(h) =
k∑

h=1

p∑
i=1

AiBj(h− i) =

p∑
i=1

Ai

k−i∑
h=1−i

Bj(h).

Limitńım přechodem pro k → ∞ s přihlédnut́ım k počátečńım podmı́nkám
dostáváme

Bj =

p∑
i=1

Ai

∞∑
h=1−i

Bj(h)

=

p∑
i=1

Ai

∞∑
h=1

Bj(h) +

p∑
i=1

Ai

0∑
h=1−i

Bj(h)

=

(
p∑

i=1

Ai

)
Bj +

p∑
i=j+1

Ai

a odtud

Bj = A(1)−1
p∑

i=j+1

Ai.

Dosazeńım do (3.3) źıskáme dokazovanou rovnost.

Nyńı přepokládejme, že mezi složkami řady X t existuje r < m lineárně
nezávislých kointegračńıch vztah̊u, tj. existuje (r ×m) matice β′ hodnosti r ta-
ková, že řada β′X t je stacionárńı. Označme µc = Eβ′X t a Zt = β′X t − µc a
uvažujme VEC model

A(L)(1− L)X t = γ +αβ′X t−1 +M (L)εt, (3.4)

kde α je (m×r) matice parametr̊u, A(L) a M (L) jsou definovány jako u modelu
VARMA(p, q) a γ = A(1)µ−αµc. Rovnici (3.4) můžeme rozepsat jako

(1− L)X t + (A(L)− Im)(1− L)X t = γ +αβ′X t−1 + εt + (M(L)− Im)εt.
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Vynásobeńım β′ a přeuspořádáńım člen̊u dostaneme

β′X t − (Im + β′α)β′X t−1 + β′(A(L)− Im)(1− L)X t =

= β′γ + β′εt + β′(M(L)− Im)εt. (3.5)

Rovnice (3.4) a (3.5) můžeme psát jako

A(L)Y t −αZt−1 = M (L)εt

(Im − (Im + β′α)L)Zt + β′(A(L)− Im)Zt = ηt + β′(M (L)− Im)εt,

kde ηt = β′εt. tyto dvě rovnice nám pak dávaj́ı VARMA model

A∗(L)Y ∗t = M ∗(L)ε∗t , (3.6)

kde

Y ∗t =

(
Y t

Zt

)
,

ε∗t =

(
εt
ηt

)
,

A∗(L) =

(
A(L) −αL

β′(A(L)− Im) Im − (Im + β′α)L

)
a

M ∗(L) =

(
M (L) 0

β′(M (L)− Im) Im

)
.

Na model (3.6) můžeme použ́ıt větu 3.1 a dostaneme

C∗t = lim
k→∞

k∑
j=1

Ŷ
∗
t (j) =

q∑
j=1

Ŷ
∗
t (j) +A∗(1)−1

p∑
j=1

p∑
i=j

A∗i Ŷ
∗
t (q − j + 1). (3.7)

Cyklická složka v p̊uvodńım modelu je pak Ct =
(
Im 0m×r

)
C∗t a trend X̄ t =

X t +Ct.

3.2 Praktická aplikace

Metodu z předchoźı části nyńı použijeme pro analýzu reálného (očǐstěného
od inflace obou zemı́) kurzu amerického dolaru v̊uči české koruně inspirovanou
článkem [3]. Přesný rozklad nav́ıc porovnáme s přibližnými rozklady źıskanými
aproximaćı

lim
k→∞

k∑
j=1

Ŷ t(j) ≈
K∑
j=1

Ŷ t(j) (3.8)

pro r̊uzné hodnoty K.
Jako pomocné proměnné do našeho modelu použijeme akciové indexy obou

stát̊u očǐstěné od inflace (index PX-GLOB za ČR a index S&P 500 za USA)
a rovněž indexy pr̊umyslové produkce obou zemı́. Před použit́ım všechny řady zlo-
garitmujeme. Indexy pr̊umyslové produkce nav́ıc očist́ıme od ročńı sezonnosti t́ım,
že od každého pozorováńı odečteme pr̊uměrnou hodnotu pro př́ıslušný kalendářńı
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označeńı název zdroj

ER směnný kurz USD/CZK [7]
SPIc akciový index ČR [6]
SPIu akciový index USA [10]
IPIc index pr̊um. produkce ČR [8]
IPIu index pr̊u. produkce USA [4]
CPIc inflace ČR [9]
CPIu inflace USA [5]

Tabulka 3.1: Použitá data.

kritérium AIC HQ SC FPE
řád p 3 3 1 3

Tabulka 3.2: Doporučený řád modelu na základě r̊uzných kriteríı.

měśıc a přičteme pr̊uměr celkový. Použitá data jsou shrnuta v tabulce 3.1. Ana-
lýzu provád́ıme v prostřed́ı R verze 2.15.1. Zdrojový kód je v přiloženém souboru
vypocet.R, použitá data pak v souboru data.csv. Jde o měśıčńı data za obdob́ı
leden 2000 – červen 2013.

Model specifikujeme podle návodu podaného v druhé kapitole. Nejprve urč́ıme
řád modelu VAR pro nediferencovanou časovou řadu. V tabulce 3.2 jsou uvedené
řády p, pro které je dosažena minimálńı hodnota jednotlivých informačńıch kri-
teríı, která program R nab́ıźı. Tři ze čtyř shodně udávaj́ı řád p = 3, čemuž
odpov́ıdá řád modelu VEC p = 2, který pro náš model použijeme.

Dále zjist́ıme, zda nejsou některé složky řady integrované. K tomu nám po-
slouž́ı ADF test, jehož p-hodnoty jsou shrnuty v tabulce 3.3. U žádné řady nelze
zamı́tnout nulovou hypotézu, tedy je považujeme za integrované. U prvńıch dife-
renćı však již nulovou hypotézu bezpečně zamı́táme, podle ADF testu jsou tedy
všechny řady I(1) a je na mı́stě otestovat možnou př́ıtomnost kointegrace. Pro-
vedeme proto sérii Johansenových test̊u ve variantě trace statistic. Výsledky jsou
shrnuty v tabulce 3.4, podle testu skutečně existuje mezi řadami jeden kointe-
gračńı vztah, model tedy identifikujeme jako VEC(2).

K odhadu parametr̊u modelu v R použijeme funkci cajorls z knihovny urca,
která parametry odhadne metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Pro výpočet rozkladu
v odhadnutém modelu použijeme vzorec (3.7). Vývoj kurzu USD/CZK spolu
s trendem spočteným pomoćı BN rozkladu vid́ıme na obrázku 3.1.

Pro srovnáńı vyzkouš́ıme ještě přibližný výpočet trendu podle vzorce (3.8)
pro hodnoty K = 1, 5, 10, 20. Srovnáńı s přesným výpočtem vid́ıme na obrázćıch
3.2–3.5. Je patrné, že řada

∞∑
j=1

Ŷ t(j)

konverguje rychle, již pro K = 20 je aproximace v grafu nerozeznatelná od
přesného výsledku. Nicméně vzhledem k existenci přesné a efektivńı metody neńı
d̊uvod spokojit se s aproximaćı.
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p-hodnota

řada nediferencované 1. diference

ER 0,67 < 0,01
SPIc 0,91 < 0,01
SPIu 0,43 < 0,01
IPIc 0,71 < 0,01
IPIu 0,60 < 0,01

Tabulka 3.3: P-hodnoty ADF testu.

hypotéza test. statistika 10% krit. hod. 5% krit. hod. 1% krit. hod.

r = 0 72,79 66,49 70,60 78,87
r = 1 38,93 45,23 48,28 55,43
r = 2 21,72 28,71 31,52 37,22
r = 3 6,00 15,66 17,95 23,52
r = 4 0,73 6,50 8,18 11,65

Tabulka 3.4: Výsledky Johansenova testu.
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Obrázek 3.1: BN rozklad reálného kurzu USD/CZK - přesný výpočet.
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Obrázek 3.2: Aproximace pro K = 1.
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Obrázek 3.3: Aproximace pro K = 5.
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Obrázek 3.4: Aproximace pro K = 10.
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Obrázek 3.5: Aproximace pro K = 20.
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Závěr

Zabývali jsme se Beveridgeovým–Nelsonovým rozkladem a jeho zobecněńım
pro v́ıcerozměrné náhodné procesy. V prvńı kapitole jsme ukázali jeho využit́ı v te-
orii coby prostředku k d̊ukazu limitńıch vět pro lineárńı proces. Ve druhé kapitole
jsme podali stručný návod ke specifikaci obĺıbeného modelu VEC pro kointegro-
vané časové řady. Ve třet́ı kapitole jsme pak vyzkoušeli BN rozklad v praxi k
určeńı trendu v časové řadě kurzu amerického dolaru v̊uči české koruně.
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Dodatek A

Různá použ́ıvaná tvrzeńı

Zde uvád́ıme r̊uzná tvrzeńı předevš́ım z teorie pravděpodobnosti a lineárńı
algebry, která v textu využ́ıváme, ovšem s tématem práce př́ımo nesouviśı.

Věta A.1 (Ekvivalence norem). Necht’ X je reálný či komplexńı vektorový prostor
konečné dimenze. Pak všechny normy na X jsou si ekvivalentńı, tj. jsou-li ‖ · ‖a
a ‖ · ‖b dvě normy na X, pak ex. č́ısla 0 < n,N <∞ taková, že n‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤
N‖x‖a ∀x ∈ X.

D̊ukaz. Viz [13], str. 272, d̊usledek 5.4.5.

Věta A.2 (Sčitatelnost v L2). Necht’ Xn ∈ L2, n ∈ N jsou nekorelované. Pak∑∞
n=1(Xn − EXn) je sčitatelná v L2, právě když

∑∞
n=1 varXn <∞.

D̊ukaz. Viz [14], str. 68, věta 11.4.

Věta A.3 (Sčitatelnost s.j.). Necht’ Xn ≥ 0, n ∈ N. Pak
∑∞

n=1Xn je sčitatelná
skoro jistě, právě když

∑∞
n=1EXn <∞.

D̊ukaz. Posloupnost částečných součt̊u
∑N

n=1Xn, N ∈ N je neklesaj́ıćı, tedy má
bodovou limitu X a podle Lebesgueovy věty je

EX = E lim
N→∞

N∑
n=1

Xn = lim
N→∞

E

N∑
n=1

Xn = lim
N→∞

N∑
n=1

EXn <∞,

a tedy muśı být X <∞ s.j.

Věta A.4 (Postačuj́ıćı podmı́nka konvergence s.j.). Necht’ Xn, n ∈ N jsou ná-

hodné veličiny takové, že
∑∞

n=1E|Xn|p <∞ pro nějaké p > 0. Pak Xn
s.j.−→

n→∞
0.

D̊ukaz. Podle Markovovy nerovnosti je ∀k ∈ Z
∞∑
n=1

P (|Xn| ≥
1

k
) ≤ kp

∞∑
n=1

E|Xn|p <∞

a podle Borelova–Cantelliho lemmatu je pak ∀k ∈ Z

P (lim sup
n→∞

[|Xn| ≥
1

k
]) = 0,
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tedy

∀k ∈ Z P (
∞⋂
n=1

∞⋃
l=n

|Xl| ≥
1

k
) = 0,

tj.

P (
⋂
k∈Z

∞⋃
n=1

∞⋂
l=n

|Xl| <
1

k
) = 1,

a tedy Xn
s.j.−→

n→∞
0.

Definice A.5 (Kronecker̊uv součin). Necht’ A = (aij)m,n
i,j=1 a B = (bij)p,qi,j=1 jsou

matice. Pak bloková matice (mp× nq)

A⊗B def
=

a11B · · · a1nB
...

...
am1B · · · amnB


je Kroneckerovým součinem matic A a B.

Definice A.6 (Operátor vec). Necht’ A = (a1, . . . ,an) je (m×n) matice tvořená
sloupcovými vektory a1, . . . ,an. Operátor vec transformuje matici A na mn-roz-
měrný vektor spojeńım těchto sloupc̊u, tedy

vec(A)
def
=

a1
...
an

 .

Lemma A.7 (Vlastnosti Kroneckerova součinu a operátoru vec). Pro matice
vyhovuj́ıćıch rozměr̊u plat́ı:

i) (A⊗B)′ = A′ ⊗B′

ii) (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD

iii) tr(A⊗B) = tr(A) tr(B)

iv) vec(A+B) = vec(A) + vec(B)

v) vec(ABC) = (C ′ ⊗A) vec(B)

vi) vec(AB) = (I ⊗A) vec(B) = (B′ ⊗ I) vec(A)

D̊ukaz. [15], str. 661–662.

Věta A.8. Necht’ 1 < p < ∞. Pokud {Xn}n∈N je m-rozměrný martingal a
supn∈NE‖Xn‖p <∞, pak Xn konverguje v Lp i skoro jistě.

D̊ukaz. Pro k ∈ {1, . . . ,m} a nějaké K > 0 je

sup
n∈N

E|Xk
n|p ≤ sup

n∈N
E‖Xn‖pp ≤ K sup

n∈N
E‖Xn‖p <∞.

Podle [11] (str. 18, d̊usledek 2.2) tak konverguj́ı jednotlivé složky procesu {Xn}
a tedy konverguje i samotný proces {Xn}.
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Lemma A.9. Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných veličin taková, že

1

n
Xn

s.j.−→
n→∞

0.

Pak také
1

n
max
0≤t≤n

Xt
s.j.−→

n→∞
0.

D̊ukaz. Označme jev

A =

[
1

n
Xn −→

n→∞
0

]
a zvolme ω ∈ A libovolné pevné. Jelikož max0≤t≤nXt(ω) se poprvé nabývá
v nějakém čase tn(ω) ≤ n, je

0 ≤ 1

n
max
0≤t≤n

Xt(ω) =
1

n
Xtn(ω)(ω) ≤ 1

tn(ω)
Xtn(ω)(ω).

Posloupnost {tn(ω)}∞n=1 je zřejmě neklesaj́ıćı, tedy existuje

T (ω)
def
= lim

n→∞
tn(ω) ∈ N ∪∞.

Je-li T (ω) =∞, je {
1

tn(ω)
Xtn(ω)(ω)

}∞
n=1

podposloupnost vybraná z {
1

n
Xn(ω)

}∞
n=1

a
1

n
max
0≤t≤n

Xt(ω) −→
n→∞

0.

Je-li T (ω) ∈ N, pak pro dostatečně velká n je tn(ω) = T (ω) a

1

n
max
0≤t≤n

Xt(ω) =
1

n
Xtn(ω)(ω) =

1

n
XT (ω)(ω) −→

n→∞
0.

Jelikož
1

n
max
0≤t≤n

Xt(ω) −→
n→∞

0 ∀ω ∈ A,

přičemž P (A) = 1, plat́ı
1

n
max
0≤t≤n

Xt
s.j.−→

n→∞
0.

Lemma A.10 (Záměna maxima a limes superior). Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou
posloupnosti reálných č́ısel. Pak

lim sup
n→∞

max{an, bn} = max{lim sup
n→∞

an, lim sup
n→∞

bn}
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D̊ukaz. i) lim supn→∞max{an, bn} ≥ max{lim supn→∞ an, lim supn→∞ bn}:
Neńı-li posloupnost {max{an, bn}}∞n=1 shora omezená, je

lim sup
n→∞

max{an, bn} =∞

a nerovnost zřejmě plat́ı. Jinak je

lim sup
n→∞

max{an, bn} = lim
n→∞

sup
k≥n

max{ak, bk}

≥ lim
n→∞

sup
k≥n

ak

= lim sup
n→∞

ak

Obdobně je lim supn→∞max{an, bn} ≥ lim supn→∞ bk.

ii) lim supn→∞max{an, bn} ≤ max{lim supn→∞ an, lim supn→∞ bn}:
Je-li č́ıslo h hromadnou hodnotou posloupnosti {max{an, bn}}, pak existuje
vybraná podposloupnost taková, že max{ank

, bnk
} → h. Z ńı lze ovšem vy-

brat podposloupnost tvořenou pouze prvky {an} nebo pouze prvky {bn}.
Tedy plat́ı, že H({max{an, bn}}) ⊆ H({an}) ∪ H({bn}), kde H({xn}) je
množina hromadných hodnot posloupnosti {xn}, a maxH({max{an, bn}}) ≤
max{maxH({an}),maxH({bn})}

Věta A.11 (ZIL pro i.i.d. veličiny). Necht’ {Xt}∞t=1 je posloupnost i.i.d. centro-
vaných náhodných veličin s rozptylem 0 < σ2 <∞. Pak

lim sup
n→∞

1√
2nσ2 ln2 n

∣∣∣∣∣
n∑

t=1

Xt

∣∣∣∣∣ s.j.

D̊ukaz. Situace s nezávislými veličinami je speciálńım př́ıpadem věty dokazované
v článku [12], str. 170.

Věta A.12 (Burkholderova nerovnost). Necht’ Sn, n ∈ N je martingal s diferen-
cemi Xn = Sn−Sn−1. Necht’ 1 < p <∞. Pak existuj́ı konstanty cp a dp závisej́ıćı
pouze na p takové, že

cpE

(
n∑

k=1

X2
k

) p
2

≤ E|Sn|p ≤ dpE

(
n∑

k=1

X2
k

) p
2

.

D̊ukaz. Viz [11], str. 23, věta 2.10.

Lemma A.13. Necht’ A je čtvercová matice se spektrálńım poloměrem ρ(A) =
max{|λ|, λ je vlastńım č́ıslem A} a ε > 0. Pak existuje submultiplikativńı mati-
cová norma ‖ · ‖ taková, že

‖A‖ ≤ ρ(A) + ε.

D̊ukaz. Viz [13], str. 297, lemma 5.6.10.
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Seznam zkratek a použité značeńı

Zkratky

ADF test augmented Dickey–Fuller test
AIC Akaikeho informačńı kriterium
ARIMA autoregressive integrated moving average
BN rozklad Beveridge̊uv–Nelson̊uv rozklad
CLV centrálńı limitńı věta
FPE final prediction error
HQ Hannahovo–Quinnovo informačńı kriterium
SC Schwarzovo informačńı kriterium
SZVČ silný zákon velkých č́ısel
VAR vektorová autoregrese
VARMA autoregressive moving average
VEC vector error correction
ZIL zákon iterovaného logaritmu

Použité značeńı

Pro lepš́ı přehlednost použ́ıváme zpravidla následuj́ıćı konvence a symboly:

C velká tučná ṕısmena z počátku abecedy označuj́ı matice konstant
cij horńı indexy označuj́ı prvek matice C na i-tém řádku v j-tém sloupci
c malá tučná ṕısmena označuj́ı vektory
ci• pomoćı symbolu • označujeme i-tý řádek matice C
Ct dolńı index označuje t-tý prvek posloupnosti {Ct}t
Im jednotková matice (m×m)
X velká ṕısmena z konce abecedy označuj́ı náhodné veličiny
X velká tučná ṕısmena z konce abecedy označuj́ı náhodné vektory
s.j.−→ konvergence skoro jistě
d−→ konvergence v distribuci
P−→ konvergence v pravděpodobnosti

l. i.m. konvergence podle kvadratického středu
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