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Vážeńı kuliček

Všimněme si, že vážeńı na rovnoramenných vahách vždy rozděĺı množinu kuliček
právě na tři množiny, množinu L na levé misce, množinu R na pravé misce a
množinu O ostatńıch kuliček. Nav́ıc, jsou-li množiny L a R stejně velké, potom
po vážńı můžeme rozhodnout, ve které skupině je těžš́ı kulička (je-li jedna z
množin L či R těžš́ı, je v ńı, jinak je v množině O). Voĺıme-li množiny L a R
r̊uzně velké, bude typicky těžš́ı ta větš́ı z nich a nezjist́ıme nic.

Odhad minimálńıho počtu vážeńı. Označme n = n0 p̊uvodńı počet kuliček,
označme nk počet kuliček zbývaj́ıćı po k-tém vážeńı. Jelikož při každém vážeńı
děĺıme množinu kuliček na 3 části, má alespoň jedna z těchto část́ı velikost ale-
spoň ni

3 . Uvažujme, že těžš́ı kulička bude po vážeńı vždy v největš́ı skupině.
Dostáváme potom

ni+1 ≥
ni

3

a tedy

nk ≥
nk−1

3
≥ nk−2

32
≥ · · · ≥ n0

3k
.

Abychom mohli tvrdit, že jsme po k vážeńıch nalezli těžš́ı kuličku, muśı být
nk = 1 a tedy

1 ≥ n0

3k
,

neboli
3k ≥ n0,

neboli
k ≥ log3 n0

a jelikož k je celé č́ıslo, plat́ı

k ≥ dlog3 n0e .

Źıskali jsme tedy odhad na nutný počet vážeńı v př́ıpadě, že těžš́ı kulička
padne při každ́ım vážeńı do největš́ı skupiny (a všimněme si, že plat́ı pro libo-
volnou strategii).

Odhad, který by pro nás byl zaj́ımavý, by byl co nejlepš́ı odhad počtu vážeńı
v nejhorš́ım př́ıpadě při libovolné strategii. Mohli bychom se pokusit ukázat,
že nejhorš́ım př́ıpadem je vždy právě připadnut́ı těžš́ı kuličky do největš́ı sku-
piny – např́ıklad je dobře uvěřitelné, že počet nutných vážeńı je v závislosti na
počtu kuliček neklesaj́ıćı. Všimněme si ale, že odhad, který máme (byt’ neumı́me
zaručit, že je nejlepš́ı), je jistě odhadem pro nejhorš́ı př́ıpad, nebot’ př́ıpad, kdy
těžš́ı kulička přpadá do největš́ıch skupin, jistě vždy nastat může a nějaký nej-
horš́ı př́ıpad bude jistě potřebovat alespoň stejný počet vážeńı.

Nalezneme-li nyńı strategii vážeńı, která v nejhoš́ım př́ıpadě vyžaduje právě
dlog3 n0e vážeńı, bude tato strategie optimálńı.
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Jistá optimálńı strategie. Označme množinu kuliček M0, počet kuliček
n = n0, množinu kuliček v i-tém kroku Mi a počet kuliček v i-tém kroku ni.
Algoritmus prob́ıhá následovně:

1. Bud’ i = 0.

2. Je-li ni = 1, nalezli jsme těžš́ı kuličku a můžeme skončit, jinak

3. nalezni maximálńı celé č́ıslo l takové, že 3l < ni,

4. zvol menš́ı z č́ısel bni/2c a 3l a označ jej p

5. rozděl Mi na množiny Li a Ri o velikosti p a zbývaj́ıćı množinu Oi, zvaž
Li a Ri na rovnoramenných vahách.

6. Je-li některá z vážených množin těžš́ı, položme ji jako Mi+1, váž́ı-li stejně,
označme Mi+1 := Oi. Označme ni + 1 velikost množiny Mi+1.

7. Zvyš i o 1 a vrat’ se ke kroku 2.

Je zřejmé, že pokud tento algoritmus skonč́ı, potom nalezl těžš́ı kuličku. Stač́ı
tedy ukázat, že skonč́ı vždy. Všimněme si, že pro každé i plat́ı 1 ≤ ni+1 < ni,
nebot’ alespoň jedna ze skupin Li a Ri je vyřazena, jsou-li však vyřazeny obě,
obsahuje skupina Oi alespoň jednu - právě tu těžš́ı - kuličku. Jelikož neexistuje
nekonečná ostře klesaj́ıćı posloupnost přirozených č́ısel, muśı jednou nastat ni =
1 a algoritmus skonč́ı.

Odhadněme nyńı počet vážeńı ke kterým v algoritmu dojde. Označme počet
vážeńı pro n kuliček mn.

Všimněme si nejprve, že označ́ıme-li n0, n1 jako v algoritmu, plat́ı mn0 =
1 + mn1 .

Ukažme, že je-li n0 ≤ 3k potom mn0 ≤ k. Postupujme indukćı podle k.

Prvńı krok: k = 0, 1 ≤ n0 ≤ 30 = 1, tedy n0 = 1 a

mn0
= m1 = 0 ≤ 0.

Indukčńı krok: Bud’ nyńı k ≥ 1, n0 ≤ 3k. Potom l nalezené v kroku 3
algoritmu splňuje l < k. Připadne-li v kroku 5 těžš́ı kulička do jedné z vážených
skupin, bude n1 = min(bn/2c, 3l) ≤ 3l, připadne-li do skupiny O1, bude n1 ≤ 3l,
nebot’ v takovém př́ıpadě

n1 = n0 − 2 · p,

a kdyby platilo n1 > 3l, dostali bychom

n0 = 2 · p + n1 > 2 · p + 3l.
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Je-li p = bn0/2c, potom dostáváme

n0 > 2 · bn0/2c+ 3l ≥ 2 · bn0/2c+ 1 ≥ n0,

což je spor, a v př́ıpadě že p = 3l dostáváme

n0 > 2 · 3l + 3l = 3l+1

což je ale ve sporu s volbou l v kroku 3 algoritmu. Máme tedy n1 ≤ 3l, kde
l < k. Podle indukčńıho předpokladu je tedy mn1 ≤ l a

mn0
= mn1

+ 1 ≤ l + 1 ≤ k − 1 + 1 = k

.
Voĺıme-li nyńı k nejmenš́ı takové, že n0 < 3k, dostáváme

mn0
≤ k = dlog3 n0e

Závěr. V prvńı části jsme ukázali, že jakákoliv strategie vážeńı n0 kuliček
bude v nejhorš́ım př́ıpadě vyžadovat alespoň dlog3 n0e vážeńı. Nyńı jsme nalezli
strategii, která bude vždy vyžadovat nejvýše dlog3 n0e vážeńı. Tato strategie
bude tedy optimáńı.


