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Vazeni kulicek

Vsimnéme si, ze vazeni na rovnoramennych vahach vzdy rozdéli mnozinu kulicek
pravé na tfi mnoziny, mnozinu L na levé misce, mnozinu R na pravé misce a
mnozinu O ostatnich kulicek. Navic, jsou-li mnoziny L a R stejné velké, potom
po vézn{ muzeme rozhodnout, ve které skupiné je tézsi kulicka (je-li jedna z
mnozin L ¢ R téz8i, je v ni, jinak je v mnoziné O). Volime-li mnoziny L a R

ruzné velké, bude typicky tézsi ta vétsi z nich a nezjistime nic.

Odhad minimaéalniho poétu vazeni. Oznaéme n = ng puvodni pocet kulicek,
oznac¢me ny, pocet kulicek zbyvajici po k-tém vazeni. Jelikoz pii kazdém vazeni
délime mnozinu kulicek na 3 ¢asti, mé alespon jedna z téchto ¢asti velikost ale-
sponi 7. Uvazujme, ze t&z81 kulicka bude po vézeni vzdy v nejvetsi skupineé.
Dostavame potom
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Abychom mohli tvrdit, Zze jsme po k vazenich nalezli tézsi kulicku, musi byt
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a jelikoz k je celé ¢islo, plati
k > [logsmno] .

Ziskali jsme tedy odhad na nutny pocet vazeni v piipadé, ze tézsi kulicka
padne pii kazdim vdzen{ do nejvéts{ skupiny (a vSimnéme si, Ze plat{ pro libo-
volnou strategii).

Odhad, ktery by pro nas byl zajimavy, by byl co nejlepsi odhad poctu vazeni
v nejhorsim ptipadé pii libovolné strategii. Mohli bychom se pokusit ukézat,
ze nejhorsim piipadem je vzdy pravé pripadnuti tézsi kulicky do nejvétsi sku-
piny — napiiklad je dobfe uvétitelné, ze pocet nutnych vazeni je v zavislosti na
poctu kulicek neklesajici. Vsimnéme si ale, ze odhad, ktery mdme (byt neumime
zarucit, Ze je nejlepsi), je jisté odhadem pro nejhorsi pifpad, nebot ptipad, kdy
tézsi kulicka prpada do nejvétsich skupin, jisté vzdy nastat muze a néjaky nej-
horsi ptipad bude jisté potfebovat alespon stejny pocet vazeni.

Nalezneme-li nyni strategii vazeni, kterd v nejhosim pripadé vyzaduje praveé
[logs mo] vézeni, bude tato strategie optimalni.
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Jista optimalni strategie. Ozna¢me mnozinu kulicek Mj, pocet kulicek
n = ng, mnozinu kulicek v i-tém kroku M; a pocet kulicek v i-tém kroku n;.
Algoritmus probiha nasledovné:

1. Bud ¢ =0.
2. Je-li n; = 1, nalezli jsme tézsi kulicku a muzeme skonéit, jinak
nalezni maximalni celé ¢islo [ takové, ze 3! < n;,

zvol mensf z &isel [n; /2] a 3! a oznaé jej p

ook W

rozdél M; na mnoziny L; a R; o velikosti p a zbyvajici mnozinu O;, zvaz
L; a R; na rovnoramennych vahach.

6. Je-li néktera z vazenych mnozin tézsi, polozme ji jako M, 1, vazi-li stejné,
oznacme M; 1 := O;. Oznaéme n; + 1 velikost mnoziny M;1.

7. Zvys i o 1 a vrat se ke kroku 2.

v~

Je ziejmé, ze pokud tento algoritmus skonéi, potom nalezl tézsi kulicku. Staci
tedy ukazat, ze skoné¢i vzdy. Vsimnéme si, ze pro kazdé i plati 1 < n;y1 < ng,
nebot alespoii jedna ze skupin L; a R; je vyfazena, jsou-li vSak vyfazeny obé,
obsahuje skupina O; alespon jednu - pravé tu tézsi - kulicku. Jelikoz neexistuje
nekonecnd ostie klesajici posloupnost ptirozenych ¢isel, musi jednou nastat n; =
1 a algoritmus skonéi.

Odhadnéme nyni pocet vazeni ke kterym v algoritmu dojde. Ozna¢me pocet
vazeni pro n kulicek m,,.

Vsimnéme si nejprve, ze oznacime-li ng,n; jako v algoritmu, plati m,, =
1+my,.

Ukazme, ze je-li ng < 3% potom m,,, < k. Postupujme indukef podle k.

Prvni krok: £=0,1<ny<3°=1,tedyng=1a

My, =m1 =0 <0.

Indukéni krok: Bud nyni & > 1, ng < 3*. Potom [ nalezené v kroku 3
algoritmu splituje | < k. Pripadne-li v kroku 5 tézsi kulicka do jedné z vazenych
skupin, bude n; = min(|n/2],3') < 3!, piipadne-li do skupiny Oy, bude n; < 3!,
nebot v takovém piipadé

ny =ng—2-p,

a kdyby platilo n; > 3!, dostali bychom

no=2-p+n1 >2-p+3.
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Je-li p = |ng/2], potom dostdvime
no > 2-|no/2] +3'>2-ng/2] + 1> ny,
coz je spor, a v pifpadé ze p = 3! dostdvame
ng >2-3" +3" =3

coz je ale ve sporu s volbou [ v kroku 3 algoritmu. Mame tedy n; < 3!, kde
I < k. Podle indukéniho predpokladu je tedy m,, <l a

Mpy =Mnp, +1<I+1<k-14+1=k

Volime-li nyni k& nejmensi takové, ze ng < 3, dostavame
My, < k = [logg no]

Zavér. V prvni casti jsme ukdzali, ze jakdkoliv strategie vézeni ng kulicek
bude v nejhorsim piipadé vyzadovat alespon [logs ng| vazeni. Nyni jsme nalezli
strategii, kterd bude vzdy vyzadovat nejvyse [logsng] vazeni. Tato strategie
bude tedy optimaéni.



